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SORULAR

1. a,b,c birbirlerinden farkli gercel sayilar olmak tizere, katsayilar: gercel sayilar olan ikinci derece-

den bir p(z) polinomunun a, b, ¢ noktalarinda aldig1 degerler agagida verilmistir.

p(a) = be,
p(b) = ac,
p(c) = ab.

p(a+ b+ c) degerini a, b, ¢ cinsinden hesaplayiniz.

a’?—ab+a—1

ifadesinin tam say1 olmasini saglayan tiim
ab+1

2. a ve b pozitif tam sayilar olmak tizere,

(a,b) sirali ikililerini bulunuz.

3. Dar acili bir ABC iiggeninde H diklik merkezi ve O gevrel cember merkezi olsun. H B nin ve HC
nin orta noktalar1 sirasiyla M ve N olsun. H, M, N, O noktalarinin ¢gembersel olmasi durumunda

bu noktalardan gegen cemberin {icgenin ¢evrel ¢cemberine teget oldugunu gosteriniz.

4. Ateg ile Giines ellerinde bulunan dérder tane tagt 4 x 4’liik bir satrang tahtasinin birim karele-
rine yerlegtiriyorlar. Atesg’in yerlestirdigi taglarin herhangi ikisi ayni satirda bulunmamaktadir.
Gilineg’in yerlegtirdigi taglarin da herhangi ikisi aym siitunda bulunmamaktadir. Ayni birim

kareye hem Ateg’in hem de Giineg’in tag koymalar1 miimkiindiir.

a. iginde iki tane tag bulunan herhangi bir birim kare olmamasi olasiligini hesaplayiniz.

b. Herbirinde ikiger tag bulunan tam olarak iki birim kare olmasi olasiligini hesaplayiniz.

Stire 3 saattir.

Her soru 10 puan degerindedir.



COZUMLER

1. p(x) = Az? + Bx + C olsun. Verilen degerleri yazarak,

Aa® + Ba+C be (1)
AP +Bb+C = ac (II)
A +Bc+C = ab (II)

elde ederiz. Birinci denklemden ikinciyi ve ti¢iinciiyii ¢ikararak

bulunur. Bu iki denklemin farkindan
Ab—c)=b-c

ve b — ¢ nin sifir olmadigr kullanilarak A = 1 bulunur. Bu durumda B = —(a + b + ¢) ve
C = ab + bc + ac dir. Sonug olarak

2

p(x) =2° — (a+ b+ c)x + (ab+ be + ca)

oldugu goriiliir. Buna gore p(a + b+ ¢) = ab + bc + ca dir.

2. Birinci Coziim. a? —ab+a — 1 = a® + a — (ab+ 1) oldugu icin ab + 1, a® + a y1 da boler.
Dolayisiyla b(a® 4+ a) — a(ab+ 1) = ab — a y1 da boler. Fakat ab + 1, ab — a den daha biiyiik
oldugu igin ab — a = 0 olmalidir. a > 0 oldugu i¢in b = 1 olmalidir. b = 1 oldugunda ise verilen

2
ifade
a+

a“—1
olabilir.

= a — 1 haline doniigiir. Dolayisiyla b = 1 olmalidir. a herhangi bir pozitif tam say1

Ikinci Coziim. a?—ab+a—1 = a®+a—(ab+1) oldugundan verilen ifadenin tam say1 olmas: i¢in
a*+a ala+1)

= € Z" olmaldir. a ile ab+ 1 aralarinda asal olduklarindan, (ab+ 1) | (a + 1)
ab+1 ab+1

2

olur. Dolayisiyla b = 1 elde edilir. Bu durumda ifade a = a — 1 olacagindan a € Z™ olur.

a—+
3. Birinci Coziim. M ve N orta noktalar oldugundan HM N ve HBC {icgenleri 1 : 2 oraniyla
benzerdir. Dolayisiyla gevrel ¢emberlerinin yaricaplarimin orami da 1 : 2 dir. Ayrica HBC
ticgeninin ve ABC ti¢geninin ¢evrel ¢gemberlerinin yarigaplar: aynidir (R olsun). Bunun nedeni
bu ¢emberlerde ortak olan BC kirigini Ave BHC = B +C acilari ile gormeleridir. Burada sintis

teoremini ve bu iki aginin siniislerinin esit oldugunu kullaniyoruz:

|BC| _ |BC| _

L 2R.
sin(BHC) A



Dolaywsiyla H, M, N, O noktalarindan gecen ¢emberin yaricapt R/2 dir. Bu ¢emberde O nok-
tasindan gecen OK capii alahm. |OK| = R oldugu igin K noktasi gevrel gember tizerindedir.

Bu noktada da iki gember birbirine tegettir.

1. ¢oziim 2. ¢ozim

ikinci Coziim. A koégesinden BC' kenarina indirilen yiiksekligin ayagi D olsun. M ve N orta
noktalar oldugundan M N, HD nin orta dikmesidir. Dolayisiyla HM N ve DM N es licgenlerdir
ve es cevrel cemberlere sahiplerdir. DM N den gecen ¢ember meshur dokuz nokta cemberidir.
Bu ¢emberin bir 6zelligi yaricapimin ABC iiggeninin gevrel cember yarigapinin yarisina yani R/2
ye esit olmasidir. (Bu bilgiler yarigmaya katilan 6grenciler igin hazirlanan Coéztimli Matem-
atik Problemleri kitabinda bulunmaktadir.) Buradan H, M, N, O noktalarindan gecen ¢emberin
yarigapinin da R/2 oldugunu elde ederiz. Bu ¢emberde O noktasindan gegen OK ¢apini alalim.
|OK| = R oldugu icin K noktasi ¢evrel cember tizerindedir. Bu noktada da iki gember birbirine
tegettir.

* Bu ¢oziim Unye MRG Anadolu Ogretmen Lisesi Matematik Ogretmeni Saym Enver Yilmaz

tarafindan Onerilmistir.
4. Birinci Coziim.

a. Ateg’in taglarimin siitunlara sayica dagilisi besg farkli sekilde gergeklegebilir:

O O O
O @) O
@) O O
@) O O
4 3-1 2-2
@) O
O @)
@) O
O O
2-1-1 1-1-1-1

- Taglarmn tiimii ayni stitunda (4),

- U¢ tas bir siitunda digeri bagka bir siitunda (3-1),



- Iki tag bir siitunda diger iki tag bagka bir siitunda (2-2),
- Iki tag bir siitunda diger iki tag farkh siitunlarda (2-1-1),
- Her tag farkh bir stitunda(1-1-1-1).

(4) dagilimi gergeklestigi durumda, Ateg’in taglarimin yer aldigr siitunda Giineg’in bir tagi

bulunacagindan cakigma kac¢inilmazdir yani cakismama olasiligi 0 dir.

(3-1) dagiliminin gergeklesme olasiligini s6yle hesaplayabiliriz: U¢ tagin bulundugu siitun
ile bu stitundaki ii¢ birim karenin secilmesi 4(;) = 16 farkl sekilde; diger tasin bulundugu

siitunun secilmesi 3 farkh sekilde gerceklestirilebilir. Tiim durumlarin sayis1 4* oldugundan,

163 _ 3 g 1344 _ 3
“i = g olur. Bu durumda gakigma olmama olasihgr ;377 = {5 dir.
3 3 _

Sonug olarak, bu durumun gakigma olmadan gergeklesmesinin olasihig1 7515 = 29% olur.

(2-2) dagihiminin gergeklesme olasiligi 4%1 (3) (;l) = 6% diir. Bu dagilimda cakigmama olasilig

%%%% = % oldugundan, bu dagilimin ¢akigma olmadan gerceklesmesi olasiligi da %% = %6

aradigimiz olasilik

olur.

(2-1-1) dagiliminin gergeklegme olasiligini hesaplayalim: iki tagin bulundugu siitunun segilmesi
igin 4 secenek ve bu siitundaki iki karenin se¢imi igin (3) = 6 segenek vardir. Bir tane tag

bulunduran siitunlari ise 3 - 2 = 6 farkh yoldan segebiliriz. Boylece, dagilimin gerceklesme

olasihigr 266 — % diir. Bu dagilhim gerceklestiginde ¢akigma olmama olasiligl %%%% = %
81

44
oldugundan, (2-1-1) dagilimimin ¢akigma olmadan gergeklesmesi olasilig 1%3% = £y5 dir.
4321 _ 3

1-1-1-1) dagiliminin gerceklesmesi olasiligl 5 3%+ = =5 ve bu durum gerceklestiginde cakisma
4424~ 32

olmamas1 olasiligl (%)4 = % dir. Sonug olarak (1-1-1-1) dagihminin gakigmasiz olarak

3 81 _ 243
32256 — 8192

gerceklesmesi olasilig olur.

Tim durumlar goz 6niine aldigimizda aradigimiz olasilik degerini:

9 9 81 243 2115
— + —=—=10,25818....
256 * 256 - 012 * 8192 8192 025818

olarak buluruz.

. Tam olarak iki ¢akigma olan durumlarin sayisini bulmak igin birinci satirin birinci stitunu
ile ikinci satirin ikinci siitununda gakigma oldugunu kabul edelim. Agagidaki sekil, ince-
lenen durumlar: temsil etmektedir. Ateg’in taglar1 O ile; Giineg’in taglar1 X ile igaretlidir.
Cakigma olan kareler hem O hem de X igeren kareler; golgeli bog kareler ise Giineg’in

taglarii koyabilecegi karelerdir.

by Y
) X
O ©)
O O
A B
) )
) p%)]
O O
O @)
C D

Diger taglarin ¢cakigma olmadan koyulabilecegi durumlar1 4 sinifa ayirabiliriz:

Durum A: Ateg’in diger taslar ilk iki stitunda yer alir. Bu durumda Ates taglarimi 4 farkh
bigimde; Giineg ise 4 - 4 = 16 farkli bicimde yerlestirebilir.

Durum B: Ateg’in taslarindan birisi ilk iki situnun birisinde, digeri son iki siitundan

birisindedir. Bu durumda Ates taglarimi 8 farkli bicimde; Giineg ise 3-4 = 12 farkh bigimde



yerlestirebilir.

Durum C: Ateg’in taglarinin ikisi de fi¢iincii (veya doérdiincii) siitundadir. Bu durumda Ates
taglarini 2 farkli bicimde; Giines ise 2 - 4 = 8 farkli bicimde yerlestirebilir.

Durum D: Ateg’in taglarinin birisi tiglincii, digeri dérdiincii stitundadir. Bu durumda Ates

taglarin 2 farkli bicimde; Giines ise 3 - 3 = 9 farkli bicimde yerlestirebilir.

Tiim durumlarda elde edilen sayilarin toplami 4-16+48-12+2-8+2-9 = 194 olarak elde
edilir.

Cakigma olan iki karenin belirlenmesi igin % = 72 farkh yol bulundugundan, tam olarak

iki cakigmanin gergeklestigi durumlarin sayis1 72 - 194 olur.

Taglarin yerlestirilebilecegi tiim durumlarin sayisi 48 oldugundan, aradigimiz olasilik

72194 873
457 4096

=0,21313...

olarak hesaplanir.

Ikinci Coziim. Coziim i¢in icerme digarma prensibini kullanacagiz.

Ates, elindeki taglar: yerlegtirmek i¢in her siradan bir birim kare sececektir. Her sirada dort birim
kare ve toplam dort sira bulundugu icin Ates, taglarinm 4% farkl sekilde yerlestirebilir. Benzer
sekilde, Giineg de kendi taglarmi 4* farkh sekilde yerlestirebilir. O halde, taslarin tiimii tahtaya
No = 4* . 4* = 65536 farkh yoldan konumlanabilir.

Birinci siranin birinci stitununda iki tas bulundugunu kabul edelim. Bir bagka deyisle bu kareye
hem Ateg hem Giineg birer tag koymus olsunlar. Bagka ¢akigsma olup olmadigini simdilik hesaba
katmiyoruz. Bu durumda Ates, birinci siranin digindaki ii¢ siranin her birisinde bir kare ve Giines,
birinci siitunun digindaki ii¢ siitunun her birisinde bir kare sececektir. Bu secimlerin de 43 - 43
farkl yoldan yapilabilecegi aciktir. Cakigmanin oldugu kare de 16 farkli yoldan segilebilecegine
gore Ny = 16 - 45 = 65536 elde edilir.

Simdi birinci siranin birinci stitununda ve ikinci siranmin ikinci siitununda gakigma oldugunu kabul
edelim. Ates geri kalan iki tagini iciincii ve dordiincii siralarda secilecek karelere 42 = 16 farkh
sekilde yerlegtirilebilir. Ayni gekilde Giines igin de 16 farkli segim yolu bulunur. Cakigma olan
iki karenin se¢imi ise (16 -9)/2! = 72 farkl sekilde yapilabilir. Boylece No = 7216 - 16 = 18432

bulunur.

Birinci siranin birinci stitununda, ikinci siranin ikinci siitununda ve tgiincii siranin tigiinci
stitununda cakigma oldugunda ise, Ates icin dérdiincii siranin bir karesini segmekten ibaret olan
4 secenek; Giines i¢in de ayni sekilde 4 segenek vardir. Cakigma olan {ig kare ise (16-9-4)/3! = 96
farkl yoldan belirlenebilir. O halde N3 = 96 - 16 = 1536 olur.

Ates ve Glineg’in tiim taglarini ayni karelere yerlegtirmeleri durumu, bu karelerin farkh sira ve

farkl siitunlarda bulunmasimi gerektirdiginden N4 = 4! = 24 olur.
a. Icerme disarma prensibi geregi, cakisma olmayan durumlarin sayisi

Ng — N1+ Ny — N3+ Ny = 16920

1692
olarak hesaplanir. Aradigimiz olasilik degeri de % =0,25818... dir.



b. Tam olarak iki cakisma olan durumlarin sayisi

2 3 4
<2> Ny — <2> N3 + (2) Ny = No — 3N3 + 6N, = 13968

3968

ve aranan olasilik degeri o1

(igerme—dlgarma prensibinin tanim ve uygulamalari, yarismaya katilan 6grenciler igin hazirlanan

Coztimli Matematik Problemleri kitabinda bulunmaktadir.)



